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RO¨VIDEN A PERT VALO´SZI´NU˝SE´GI MEGKO¨ZELI´TE´SE´RO˝L
MONHOR DAVAADORZSI´N
Amerika´ban az 1950-es e´vekben kezdtek el dolgozni a Polaris Program
ne´ven ismertte´ va´lt rake´tafejleszte´si projekten. Ennek kerete´ben szu¨letett
meg a PERT (Program Evaluation and Review Technique) modell, amely a
bonyolult projektek terveze´se´nek, o¨sszehangola´sa´nak e´s ira´ny´ıta´sa´nak mate-
matikai modelleze´se´re, valamint ezen belu¨l a ve´letlen teveke´nyse´gi ido˝k meg-
felelo˝ kezele´se´re e´s koordina´la´sa´ra szolga´l. A
”
The US Navy Special Projects
Office” fejleszte´si programjainak terveze´se´vel e´s a munka folyamata´nak kie´r-
te´kele´se´ben alkalmazando´ matematikai mo´dszerek tanulma´nyoza´sa´val, illetve
fejleszte´se´vel foglalkozo´ munkacsoport 1958. janua´r 27-e´n kezdte meg munka´-
ja´t, eze´rt ehhez a da´tumhoz ko¨tik a PERT-modell kidolgoza´sa´nak a kezdete´t.
A modellro˝l Malcolm, Roseboom, Clark e´s Fazar [15] 1959-ben tudo-
ma´nyos cikket publika´lt, az azo´ta eltelt ido˝ alatt pedig a PERT-modell az
opera´cio´kutata´s egyik fontos eszko¨ze´ve´ va´lt. Az elmu´lt ko¨zel 60 e´v alatt
terjedelmes irodalom foglalkozott a PERT-tel. A tanulma´nyok tu´lnyomo´
re´sze a PERT numerikus, menedzsment e´s modellmu˝ko¨dtete´si aspektusa´val
foglalkozott. Azonban a PERT valo´sz´ınu˝se´gi aspektusa´val viszonylag keve-
sen foglalkoztak, ba´r sze´p sza´mmal akadnak valo´sz´ınu˝se´gelme´leti szempontu´
tanulma´nyok is. Jelenleg nincs a´ltala´nosan elfogadott modell vagy egyse´ges
elmele´ti koncepcio´ a PERT valo´sz´ınu˝se´gelme´leti tanulma´nyoza´sa´ban, vannak
azonban ku¨lo¨nbo¨zo˝ hozza´a´lla´sok e´s kezdeme´nyeze´sek.
Jelen dolgozat a PERT-modell valo´sz´ınu˝se´gi megko¨zel´ıte´se´t ro¨viden o¨ssze-
foglalo´ ko¨zleme´ny, valamint ne´ha´ny megjegyze´sben ismerteti a PERT-modell
keletkeze´se´nek to¨rte´nete´t is.
1. Bevezete´s
Az 1950-es e´vekben az iparilag, gazdasa´gilag fejlett orsza´gokban – mind a hadi-
iparban, mind a polga´ri ce´lu´ ipari-gazdasa´gi teve´kenyse´gekben – felveto˝do¨tt a to¨bb-
komponensu˝, bonyolult projektek terveze´se, o¨sszehangola´sa e´s ira´ny´ıta´sa mate-
matikai modelleze´se´nek e´s azon belu¨l az ido˝optimaliza´la´si proble´ma´k megolda´sa´-
nak ke´rde´se. E proble´mako¨r megolda´sa´ra ke´t modell szu¨letett: a CPM (Critical
Path Method, magyarul kritikus u´t mo´dszer) e´s a PERT (Program Evaluation and
Review Technique, magyarul projektek kie´rte´kele´si e´s u´jraterveze´si mo´dszere).
Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)
68 MONHOR DAVAADORZSI´N
Az azo´ta eltelt 60 e´v alatt mindke´t modell sze´les ko¨ru˝ gyakorlati alkalmaza´st nyert,
a CPM e´s a PERT az opera´cio´kutata´s egyik fontos eszko¨ze´ve´ va´lt.
Egy nagy projektet sza´mos kis re´szprojektre, vagyis teve´kenyse´gre lehet fel-
bontani. E teve´kenyse´gek ko¨zo¨tt a megelo˝ze´si rela´cio´kat u´gy szemle´ltetju¨k, hogy
a teve´kenyse´geket egy ira´ny´ıtott gra´f e´leivel azonos´ıtjuk. Az o¨sszes egy csu´csba
ira´nyulo´ teve´kenyse´get be kell fejezni azelo˝tt, mielo˝tt ba´rmelyik kifele´ ira´ny´ıtott te-
ve´kenyse´get elkezdene´nk. Ily mo´don egy projektet alkoto´ ku¨lo¨nfe´le teve´kenyse´gek
ve´grehajta´sa´nak egyma´sto´l valo´ fu¨ggo˝se´ge´t le´ıro´ gra´f a ko¨vetkezo˝ke´ppen definia´l-
hato´.
1.1. Defin´ıcio´. Az ala´bbi ha´rom tulajdonsa´ggal rendelkezo˝ ira´ny´ıtott (N,A)
gra´fot projektgra´fnak nevezzu¨k, ha
(i) le´tezik s ∈ N u´gynevezett kezdo˝pont e´s s′ ∈ N u´gynevezett ve´gpont;
(ii) az (N,A) ira´ny´ıtott gra´f hurokmentes;
(iii) minden x ∈ N – {s, s′} esete´n van s-bo˝l x-be e´s x-bo˝l s′-be vezeto˝ u´t.
Ha egy (N,A) projektgra´f minden e´le´hez hozza´ van rendelve egy nemnegat´ıv
valo´s sza´m, akkor a gra´fot CPM tervu¨tem ha´lo´nak, s e sza´mokat a teve´kenyse´gek
ve´grehajta´si ido˝inek, vagyis ro¨viden teve´kenyse´gi ido˝knek nevezzu¨k.
Ha egy (N,A) projektgra´f minden e´le´hez hozza´ van rendelve egy nemnegat´ıv
folytonos valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´, e´s a ku¨lo¨nbo¨zo˝ e´lekhez tartozo´ valo´sz´ınu˝se´gi va´l-
tozo´k egyma´sto´l fu¨ggetlenek, akkor a gra´fot PERT tervu¨tem ha´lo´nak nevezzu¨k.
E valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´kat (ve´letlen) teve´kenyse´gi ido˝knek nevezzu¨k.
A sztochasztikus programoza´si proble´ma´t Pre´kopa Andra´s a´ltala´ban a ko¨vet-
kezo˝ke´ppen szokta megfogalmazni: a sztochasztikus programoza´si proble´ma´k meg-
fogalmaza´sakor determinisztikus proble´ma´kbo´l indulunk ki, melyek a´ltala´ban line-
a´ris vagy nem linea´ris matematikai programoza´si feladatok. E´szrevesszu¨k, hogy a
feladatban szereplo˝ bizonyos mennyise´gek a valo´sa´gban nem determinisztikusak,
hanem valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k, e´s emiatt ebben a ma´r megfogalmazott forma´ban
nem megfelelo˝k. Olyan u´j feladatot (modellt) fogalmazunk meg, amelyben ma´r
szerepet ja´tszik a ve´letlen mennyise´gek valo´sz´ınu˝se´gi viselkede´se´t le´ıro´ valo´sz´ınu˝-
se´geloszla´s is. Ez az u´j feladat a´ltala´ban egy matematikai programoza´si feladat,
amelyet sztochasztikus programoza´si feladatnak nevezu¨nk. Azt a feladatot pedig,
amelybo˝l kiindultunk, determinisztikus alapfeladatnak nevezzu¨k (Pre´kopa e´s Sza´n-
tai [25]). U´gy la´tszik, hogy ez az elv nem csak a sztochasztikus programoza´si fel-
adatokra korla´tozo´dik, hanem ma´s sztochasztikus optimaliza´la´si modelleze´sre is,
pe´lda´ul a PERT-modellre is kiterjesztheto˝.
A CPM e´s a PERT tervu¨tem ha´lo´kkal kapcsolatos fenti defin´ıcio´k formailag
elte´rnek a szoka´sos megfogalmaza´sokto´l. Az elte´re´s csupa´n annyi, hogy a Pre´kopa-
fe´le gondolkoda´smo´d figyelembeve´tele´vel a Klafszky [12] a´ltal megadott CPM e´s
PERT tervu¨tem ha´lo´kra vonatkozo´ defin´ıcio´kat kicsit mo´dos´ıtottuk.A defin´ıcio´kbo´l
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la´thato´ az is, hogy a CPM-modell felfoghato´ a PERT tervu¨tem ha´lo´ra vonatkozo´
sztochasztikus optimaliza´la´si feladat determinisztikus alapfeladatake´nt.
A Pre´kopa-fe´le megfogalmaza´s egyszeru˝en e´s vila´gosan megmutatja a szto-
chasztikus programoza´si modellalkota´si folyamatot, s ı´gy mo´dszertani jelento˝se´ggel
b´ır.
A sztochasztikus PERT-tel sokan foglalkoztak, a tanulma´nyok tu´lnyomo´ re´sze
a PERT-proble´ma sza´mı´ta´si, menedzsmenti, szerveze´si, illetve modellmu˝ko¨dte-
te´si aspektusa´ra e´s a PERT a´ltal genera´lt determinisztikus modellekre vonatko-
zik, mely teru¨leteknek terjedelmes irodalma van. Ezekhez a proble´mako¨ro¨kho¨z
ke´pest a PERT valo´sz´ınu˝se´gi aspektusa´val viszonylag kevesen foglalkoztak, ba´r
sze´p sza´mmal vannak valo´sz´ınu˝se´gelme´leti szempontu´ tanulma´nyok is. Azonban
a PERT-modell valo´sz´ınu˝se´gi vonatkoza´sai me´g mindig nem tiszta´zottak kiele´g´ıto˝
mo´don.
Jelen dolgozat a PERT-modell valo´sz´ınu˝se´gelme´leti vonatkoza´sainak ro¨vid a´t-
tekinte´se´vel foglalkozik, miko¨zben ne´ha´ny megjegyze´s ereje´ig kite´r a modell kiala-
kula´sa´nak to¨rte´nete´re is.
2. Megjegyze´sek a PERT-modell keletkeze´se´nek to¨rte´nete´hez
A PERT- e´s a CPM-mo´dszer keletkeze´se´nek to¨rte´nete a´ltala´nos e´rtelemben
to¨bbe´-keve´sbe´ ismert. Ezzel kapcsolatban a ko¨vetkezo˝ megjegyze´st szokta´k eml´ı-
teni. Az 1950-es e´vekben, Amerika´ban a Polaris Program ne´ven ismertte´ va´lt
rake´tafejleszte´si projekt megvalo´s´ıta´sa sora´n dolgozta´k ki a PERT-mo´dszert. Ezzel
ko¨ru¨lbelu¨l egy ido˝ben fejlesztettek ki hasonlo´ mo´dszert az E. I. duPont de Nemours-
na´l (Newark, Delaware, USA) egy ke´miai gya´r terveze´se kapcsa´n.
Azonban az ilyen t´ıpusu´ megjegyze´sek tu´lsa´gosan a´ltala´nosak, hia´nyoznak belo˝-
lu¨k olyan konkre´t, pontos informa´cio´k, amelyek elo˝seg´ıthetne´k annak mege´rte´se´t,
hogy mi volt a modellalkota´st alapveto˝en meghata´rozo´ te´nyezo˝, s ege´szen konkre´-
tan hogyan is szu¨letett a PERT-modell e´s egye´b hasonlo´ modellek.
A Bolyai Ja´nos Matematikai Ta´rsulat Az opera´cio´kutata´s matematikai mo´dsze-
rei c´ımu˝ jegyzetsorozata kerete´n belu¨l 1969-ben jelent meg Klafszky Emil Ha´lo´zati
folyamok c´ımu˝ ko¨nyve [12], amely – tudoma´som szerint – az elso˝ magyar nyelvu˝
mu˝, amely a ha´lo´zati folyamokkal foglalkozik. A ko¨nyv konkre´t pe´lda´kkal illuszt-
ra´lva jo´l ta´rgyalja a ha´lo´zati folyamok alapveto˝ te´mako¨reit e´s azok alkalmaza´sait,
s ma´ra ma´r klasszikussa´ va´lt. A ko¨nyv nyolcadik, Tervu¨temeze´si mo´dszerek c´ımu˝
fejezete alapveto˝en a CPM-mo´dszerrel foglalkozik, s az utolso´ ro¨vid szakasza ad
bevezete´st a PERT-modelleze´sbe. Azonban ennek a szakasznak a to¨rte´nelmi meg-
jegyze´sei nagy re´szben keveredtek a CPM-mo´dszer keletkeze´se´nek to¨rte´nete´vel.
A Sztochasztikus ido˝terveze´si feladat (PERT) c´ımu˝ szakasz ve´ge´n tala´lhato´ ro¨vid
megjegyze´sben a ko¨vetkezo˝ olvashato´:
”
A CPM (Critical Path Method) e´s a PERT
(Program Evaluation and Review Technique) modelleket az 1950-es e´vek elso˝ fele´-
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ben a RAND corporation-na´l dolgozta´k ki. Kezdetben ezeket titkos (secret) ered-
me´nyekke´nt kezelte´k, ı´gy nem hozta´k nyilva´nossa´gra. Az elso˝ publika´cio´k, amelyek
a proble´ma megolda´sa´t nyilva´nossa´gra hozta´k, Ford [6] e´s Minty [18] dolgozatai
voltak.” Mivel ezen megjegyze´sek kive´tele´vel a PERT-ro˝l szo´lo´ magyar nyelvu˝
irodalom eddig nem foglalkozott a PERT to¨rte´nete´vel, aze´rt a ke´so˝bbiekben is
hasznos lehet a to¨rte´nelmi megjegyze´sek pontos´ıta´sa, ba´r valo´ja´ban csak egy apro´
e´szreve´telt szeretne´k ezzel kapcsolatban megfogalmazni. Ahogyan la´tni fogjuk a
ko¨vetkezo˝ szakaszban, a PERT-et nem a RAND Corporationna´l dolgozta´k ki. Ford
[6] e´s Minty [18] dolgozatai nem foglalkoztak a PERT-tel, hanem egye´rtelmu˝en a
CPM-mo´dszerhez kapcsolhato´k.
Kall e´s Wallace [10] ko¨nyve´ben tala´lhato´ egy a´ltala´nos megjegyze´s:
”
...When
PERT was introduced in 1959, it was seen as a method for analysing projects
with stochastic activity durations. However, the way in which the randomness
was treated quite primitive. Therefore, despite historical setting, many people
today view PERT as deterministic approach, simply disregarding what the original
authors said about randomness.”
A sztochasztikus programoza´sban Peter Kall e´s Stein Wallace ismert, jo´ szake´r-
to˝k, s tanulsa´gos azon e´szreve´telu¨k, hogy a PERT-re sokan determinisztikus meg-
ko¨zel´ıte´ske´nt tekintenek. Az alkalmat megragadva megjegyezzu¨k, hogy szeme´lyes
besze´lgete´su¨nk sora´n Pre´kopa Andra´s is u´gy ve´lte, hogy a PERT valo´sz´ınu˝se´gi
vonatkoza´saiban egyelo˝re me´g nincs le´nyeges eredme´ny.
Viszont az eredeti PERT valo´sz´ınu˝se´gi megko¨zel´ıte´sre vonatkozo´an Kall e´s
Wallace
”
...was treated quite primitive”. kritika´ja´t kicsit tu´lzottnak tartom, mert
a PERT alkoto´i viszonylag jo´l e´s gyakorlatiasan oldottak meg igen komplika´lt
e´s nagyme´retu˝ projektekben felmeru¨lo˝, bonyolult ve´letlen jelense´get. Az eredeti
PERT-tervu¨temha´lo´ 3000 ko¨ru¨li sza´mu´ teveke´nyse´get tartalmazott. Akkoriban
ilyen me´retne´l a ve´letlenszeru˝se´g modelleze´se igen nehe´z feladat lehetett, hiszen a
PERT-modell szu¨lete´si ideje´ben a sztochasztikus optimaliza´la´s me´g gyerekcipo˝ben
ja´rt.
A The Fleet Ballistic Missile Program (ro¨vid´ıtve Polaris vagy Polaris program)
nevu˝ hadiipari projekt szerveze´si e´s kive´teleze´si munka´it az amerikai haditengere´-
szetben kezdte´k el, e´s e munka ira´ny´ıto´ja´va´ William Francis Rabornt (1905-1990),
a haditengere´szet tisztje´t nevezte´k ki 1955. november 8-a´n. Raborn admira´lis
szakmailag tapasztalt tengere´sz, me´rno¨k e´s mu˝szaki menedzser, ezen tu´l igen jo´
szervezo˝ egye´nise´g volt. Ezt ko¨veto˝en 1955. november 17-e´n le´trehozta´k a The
US Navy ’Special Projects Office’ -t (SPO). Az SPO ce´lja a tengeralattja´ro´ro´l ind´ı-
tott ballisztikus rake´tarendszer fejleszte´se volt. Az ilyen t´ıpusu´ rake´ta´kat nevezik
polarisnak, innen ered a Polaris program elneveze´s. Az 1956. e´v folyama´n az SPO
bonyol´ıtatta a projekt terveze´se´vel, o¨sszehangola´sa´val e´s ira´ny´ıta´sa´val kapcsolatos
elo˝ke´sz´ıte´si, illetve szerveze´si munka´t, e´s ke´so˝bb le´trejo¨tt egy fejleszte´si csoport,
amelynek tagjai az SPO tagjaibo´l, valamint ma´s tana´csado´ e´s fejleszto˝ ce´gbeli
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munkata´rsakbo´l a´lltak, feladatuk a Polaris program terveze´se, koordina´la´sa, ira´-
ny´ıta´sa e´s kive´teleze´se volt.
A PERT, Program Evaluation Research Task, Summary Report Phase 1 [24]
kutata´si besza´molo´ a ko¨vetkezo˝ mondatokkal kezdo˝dik:
”
This report summarizes
the work and results of the first phase of Project PERT (Program Evaluation
Research Task). The project began on 27 January 1958 with the purpose of studying
the application of statistical and mathematical methods to the planning, evaluation,
and control of the program of the Navy Special Projects Office...” Ebbo˝l la´thato´,
hogy akkoriban a PERT elneveze´s a Program Evaluation Research Task kifejeze´s-
bo˝l ke´pzett betu˝szo´ volt. Ez az elneveze´s ke´so˝bb a Project Evaluation and Review
Technique-re mo´dosult, de a PERT betu˝szo´ etto˝l nem va´ltozott meg.
3. A PERT eredeti valo´sz´ınu˝se´gi megko¨zel´ıte´se´ro˝l
A PERT kezdeme´nyezo˝i a´ltal javasolt valo´sz´ınu˝se´gi megko¨zel´ıte´st e´s annak
modellalkota´si ha´ttere´t a Special Projects Office, Bureau of Naval Weapons Depart-
ment of the Navy, Washington, D.C. 1958. ju´liusi Program Evaluation Research
Task Summary Report Phase 1 c´ımu˝ 35 oldalas kutata´si besza´molo´bo´l e´s az 1959-
ben Malcolm et al. [15] a´ltal ko¨zze´tett tudoma´nyos cikkbo˝l ismerhetju¨k meg korrekt
mo´don. A [15] cikkben Malcolm et al. az ala´bbiakat ı´rja´k:
The PERT team felt that the most important requirement for project evaluation
at SPO[Special Projects Office] was the provision of detailed, well-considered
estimates on the time constraints on future activities. Hence it seemed impera-
tive that each planned acivity, no matter how far into the future, a carefully
considered time estimate must be obtained. The qualifications of a person
making such an estimate must include a thorough understanding of the work
to be done. Furthermore, the time estimates for some activities such as a
research and development, are highly uncertain. This uncertainity must be
exposed. Ideally for each activity we should have a probability distribution of
the times that the activity might require as explained below, we focused attention
on a few parameters of the distribution such as the range.
E szo¨vegkivonat minden egyes mondata egye´rtelmu˝en le´ırja azokat a legfonto-
sabb te´nyezo˝ket, amelyeket mindenke´ppen figyelembe kellett venniu¨k a modellalko-
to´knak a PERT teve´kenyse´gi ido˝ modelleze´se sora´n. Azonban a kiege´sz´ıte´s, illetve
az elemze´s miatt az ala´bbiakban ne´ha´ny megjegyze´st szeretne´k fu˝zni a szo¨vegkivo-
nathoz. A fentiek alapja´n ne´mi egyszeru˝s´ıte´ssel elmondhato´, hogy a PERT-modell
eredetileg egy hadiipari kutato´ e´s fejleszto˝ projekt kive´teleze´si ideje´nek optimali-
za´la´sa´t ce´lzo´ sztochasztikus optimaliza´la´si proble´ma volt, hiszen a valo´s helyzetbo˝l
ado´do´an abbo´l a felismere´sbo˝l indultak ki, hogy a teve´kenyse´gi ido˝k valo´sz´ınu˝se´gi
va´ltozo´k. Ezuta´n ke´t alapveto˝ proble´ma´t kellett megoldani: (i) a teve´kenyse´gi
ido˝k modelleze´se´re konkre´tan milyen valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k a legalkalmasabbak?
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(ii) a teve´kenyse´gi ido˝k eloszla´sa´nak ismerete´ben hogyan hata´rozzuk meg az ege´sz
projekt va´rhato´ ido˝tartama´t?
Azonos ko¨ru¨lme´nyek ko¨zo¨tt egyma´sto´l fu¨ggetlenu¨l u´jra e´s u´jra isme´tlo˝do˝ jelen-
se´gekben (pl. to¨meggya´rta´sban, statisztikai mino˝se´g-elleno˝rze´sben, me´re´si hiba´k
matematikai feldolgoza´sa´ban e´s egyebekben) a statisztikai tesztele´s, a parame´ter-
becsle´s e´s egye´b statisztikai do¨nte´st ta´mogato´ statisztikai elja´ra´sok jo´l beva´lt esz-
ko¨zo¨k. Azonban a kutato´-fejleszto˝ projektek teve´kenyse´gei – ku¨lo¨no¨sen a Pola´ris
program esete´n – nem ilyen isme´telheto˝ jelense´gek. E´ppen eze´rt, az elso˝ proble´ma
megolda´sa´ban nem voltak alkalmazhato´k az eloszla´sfu¨ggve´ny illeszte´se´re vonatkozo´
statisztikai mo´dszerek, ko¨vetkezeske´ppen szake´rto˝i ve´leme´nyekre ta´maszkodva, az-
az szubjekt´ıv valo´sz´ınu˝se´gi megfontola´s alapja´n do¨nto¨ttek a be´ta-eloszla´s mellett.
Ezt a ve´leme´nyt ta´masztja´k ala´ a fent eml´ıtett to¨rte´nelmi te´nyek e´s a Malcolm
et al. [15] azon visszaemle´keze´se, amely szerint
”
this result was derived under the
assumption that the beta distibution is an adequate model of the distribution of an
activity time. The choice of the beta distribution was dictated by intuition because
empirical evidence is lacking.”
A ma´sodik proble´ma´t, az ege´sz projekt va´rhato´ ido˝tartama´nak meghata´roza´sa´t
u´gynevezett
”
three-time estimation” bevezete´se´vel oldotta´k meg. Ez a ha´rom ido˝
egy teve´kenyse´gi ido˝re vonatkozo´ legrosszabb (leghosszabb) ido˝, azaz pesszimista
ido˝becsle´s, a legjobb esetre sza´mı´to´ ido˝ (a legro¨videbb ido˝), vagyis optimista ido˝-
becsle´s e´s a legvalo´sz´ınu˝bb ido˝. Egy adott teve´kenyse´g esete´n ezt a ha´rom ido˝t
szake´rto˝k ve´leme´nye alapja´n hata´rozta´k meg. Ha az optimista ido˝ a, a pesszi-
mista ido˝ b, e´s a legvalo´sz´ınu˝bb ido˝ m, akkor a teve´kenyse´gi ido˝ eloszla´sa az [a, b]
intervallumon az m mo´dusszal rendelkezo˝ be´ta-eloszla´s lesz. Ezuta´n a va´rhato´
teve´kenyse´gi ido˝t E(t) = a+4m+b6 ke´plettel sza´mı´totta´k. Ily mo´don a PERT-
modellben az ege´sz projekt va´rhato´ ido˝tartama´nak becsle´se egy determinisztikus
tervu¨tem feladatta´ alakult a´t.



















6 valo´sz´ınu˝se´gi su´llyal sza´mı´tott va´rhato´ e´rte´ke megadja a va´rhato´
teve´kenyse´gi ido˝t.
A 2. fejezet ve´ge´n eml´ıtettu¨k, hogy a PERT elneveze´s eredetileg a Program
Evaluation Research Task kifejeze´sbo˝l ke´pzett betu˝szo´ volt. De eredetileg mie´rt
szerepelt a Research Task (kutata´si feladat) szo´ a PERT elneveze´sben? Ma´r a
kezdet kezdete´n is, a PERT-mo´dszer nem csak egy nagy kutato´-fejleszto˝ projekt
kezele´se´re, hanem egy teljesen u´j t´ıpusu´ hadiipari fejleszte´s leveze´nyle´se´re lett le´tre-
hozva. Eze´rt a projekt megvalo´s´ıta´sa´ban a teve´kenyse´gi ido˝k, illetve ido˝tartamok
teljes me´rte´kben elo˝rela´thatatlanok, azaz tudoma´nyos szakkifejeze´ssel e´lve, valo´sz´ı-
nu˝se´gi va´ltozo´k voltak. A projekt u´j t´ıpusu´ menedzsmentje´nek modellalkota´sa´ban
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ezeknek a ve´letlen ido˝tartamoknak a matematikai kezele´se egy kutata´si feladatke´nt
meru¨lt fel. Ily mo´don a Research Task szo´ haszna´lata terme´szetes volt, viszont
a kifejlesztett modell alkalmaza´sa sora´n a ma´r fela´ll´ıtott PERT-modell adatainak
e´s parame´tereinek u´jbo´li e´s u´jbo´li kie´rte´kele´se´re, illetve mo´dos´ıta´sa´ra volt szu¨k-






4. PERT valo´sz´ınu˝se´gi megko¨zel´ıte´se napjainkban: ro¨vid o¨sszefoglalo´
A PERT-tel foglalkozo´ valo´sz´ınu˝se´gelme´leti szempontu´ tanulma´nyokban van-
nak ku¨lo¨nbo¨zo˝ hozza´a´lla´sok, illetve kezdeme´nyeze´sek, azonban jelenleg me´g nincs
a´ltala´nosan elfogadott modell vagy egyse´ges elmele´ti koncepcio´.
Az eredeti PERT a´ltala´nos´ıta´sake´nt a be´ta-eloszla´s helyett ma´s eloszla´sokat
pro´ba´ltak alkalmazni, ı´gy pe´lda´ul a gamma-eloszla´st, az exponencia´lis eloszla´st, a
norma´lis eloszla´st, a lognorma´lis eloszla´st, az egyenletes eloszla´st e´s a ha´romszo¨g el-
oszla´st is to¨bben javasolta´k (Charnes, Cooper and Thompson [2], Kamburoski [11],
MacCrimmon and Ryavec [14], Mohan, Gopalakrishnan, Balasubramanian and
Chandrashekar [19], Martin [16], Monhor [20]). E tanulma´nyok le´nyege az volt,
hogy a teve´kenyse´gi ido˝t reprezenta´lo´ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´kat valamilyen deter-
minisztikus mennyise´gekkel helyettes´ıtette´k, leggyakrabban a va´rhato´ e´rte´ku¨kkel
vagy a legvalo´sz´ınu˝bb e´rte´ku¨kkel, s ezuta´n determinisztikus ido˝terveze´si technika´t
alkalmaztak. Ennek a hozza´a´lla´snak az az elo˝nye, hogy a CPM-mo´dszer numeriku-
san jo´l fejlesztett determinisztikus elja´ra´sai ro¨gto¨n alkalmazhato´va´ va´lnak. Azon-
ban, a
”
korai e´s gyors” determiniza´la´snak, azaz a teve´kenyse´gi ido˝ szintje´n to¨rte´no˝
determiniza´la´snak az a su´lyos a´ra, hogy a projekt ege´sze´ben rejlo˝ ve´letlenszeru˝-
se´get nem tudjuk kello˝ke´ppen figyelembe venni.
Ha egy projekt megvalo´s´ıta´si ideje´nek ve´letlen le´te´t kello˝ke´ppen akarjuk figye-
lembe venni, akkor a teve´kenyse´gi ido˝ket nem determiniza´lhatjuk, hanem az ege´sz
projekt megvalo´s´ıta´sa´nak ideje´t modellezo˝ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´ eloszla´sa´t vagy
legala´bb annak fontos parame´tereit kellene tudnunk figyelembe venni.
Tegyu¨k fel, hogy az (N,A) PERT-tervu¨temha´lo´ kezdo˝pontja´bo´l a befejezo˝
pontja´ba vezeto˝ o¨sszes utat meghata´rozzuk, s ezt a halmazat Π-vel jelo¨lju¨k. Jelo¨lje
tova´bba´ λ(pik), k = 1, 2, . . . , q, a pik u´t ve´letlen hossza´t, azaz a pik u´thoz tartozo´
teve´kenyse´gi ido˝k o¨sszege´t. Ez azt jelenti, hogy λ(pik) nem ma´s, mint a pik u´t
megvalo´s´ıta´si ideje´t le´ıro´ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´.
Ekkor a
ζ = max {λ(pik) : pik ∈ Π} (1)
valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´t az (N,A) PERT-tervu¨temha´lo´ megvalo´s´ıta´si ideje´nek (comp-
letion time) szoka´s nevezni.
A PERT-tervu¨temha´lo´ kezdo˝pontja´bo´l befejezo˝ pontja´ba vezeto˝ o¨sszes u´t
sza´ma a´ltala´ban nagyon nagy, e´s az egyes utak ko¨zo¨s e´leibo˝l (teve´kenyse´geibo˝l)
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ado´do´ sztochasztikus fu¨ggo˝se´gek miatt az (1) megvalo´s´ıta´si ido˝ valo´sz´ınu˝se´gi elosz-
la´sa´nak numerikus meghata´roza´sa – ha egya´ltala´n lehetse´ges – rendk´ıvu¨l nehe´z.
Egye´bke´nt az eml´ıtett nagy sza´mu´ u´t le´teze´se´n tu´l, ha az egyes utakat reprezen-
ta´lo´ valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k nem fu¨ggetlenek, azaz sztochasztikus fu¨ggo˝se´gek a´llnak
fent ko¨zo¨ttu¨k, akkor csupa´n csak azok maximumai eloszla´sa´nak numerikus meg-
hata´roza´sa is nagyon nehe´z feladat. I´gy e´rtheto˝, hogy a kutata´sok fo˝ira´nya a
megvalo´s´ıta´si ido˝ va´rhato´ e´rte´ke´nek, valo´sz´ınu˝se´gi eloszla´sa´nak approxima´cio´ja e´s
korla´tai meghata´roza´sa lett (Birge e´s Maddox [1], Devroye [3], Dodin [4], Klein-
dorfer [13], Fulkerson [7], Iida [9], Meilijson e´s Na´das [17], Monhor [21], Pre´kopa e´s
Long [26], Pre´kopa [27], Pre´kopa, Sza´ntai e´s Long [28], Robillard e´s Trahan [29],
Sza´ntai [32], Sculli [30]).
Pre´kopa Andra´s e´s Long [25] kider´ıtette, hogy ha a teve´kenyse´gi ido˝k alulro´l e´s
felu¨lro˝l korla´tos valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k, akkor e valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k ba´rmilyen
rela´cio´ja esete´n viszonylag keve´s a kritikus u´tke´nt a szo´ba jo¨heto˝ utak sza´ma.
Tova´bba´ ko¨zo¨ltek ke´t olyan algoritmust, melyek seg´ıtse´ge´vel a kritikuske´nt szo´ba
nem jo¨heto˝ utakat elimina´lni lehet. Ez az eredme´ny nemcsak a megvalo´s´ıta´si ido˝
tekintete´ben, hanem a PERT tanulma´nyoza´sa´nak e´s alkalmaza´sa´nak to¨bb ma´s
teru¨lete´n is igen hasznosnak bizonyult (Sza´ntai, Pre´kopa e´s Long [27], Sza´ntai
[31]).
A PERT megvalo´s´ıta´si ideje´re vonatkozo´ ku¨lo¨nfe´le ko¨zel´ıte´sek e´s korla´tok hasz-
nos informa´cio´kkal szolga´lnak, azonban ezek nem tudnak azonos´ıtani egy konkre´t
utat, amely a CPM kritikus u´t sztochasztikus analo´gja lenne. E ha´tra´ny kiku¨-
szo¨bo¨le´se´vel eddig nemigen foglalkoztak, kive´ve egy-ke´t esetet (Elmaghraby [5],
Monhor [22]).
Egy ro¨gz´ıtett pik, k = 1, 2, . . . , q esete´n a
P (λ(pik) > λ(pik′), ∀pik′ ∈ Π, pik ̸= pik′) (2)
valo´sz´ınu˝se´get Elmaghraby [5] a pik u´t kritikussa´gi indexe´nek (path criticality
index ) nevezte el. Nyilva´n az az u´t, amelyre a (2) valo´sz´ınu˝se´g maxima´lis, valo´sz´ı-
nu˝se´gi e´rtelemben kritikus u´t lenne. Ily mo´don Elmaghraby a CPM determinisz-
tikus kritikus u´t PERT-beli sztochasztikus megfelelo˝je´t pro´ba´lta meg definia´lni, s
ebben az e´rtelemben ez a pro´ba´lkoza´s egy figyelemre me´lto´ kezdeme´nyeze´s volt.
Azonban, ez a megko¨zel´ıte´s ke´t ok miatt sem ja´rhato´ u´t. Elo˝szo¨r is, to¨bbdimenzio´s
korrela´lt valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k esete´n a (2) valo´sz´ınu˝se´g numerikus meghata´roza´sa
ko¨zismerten igen nehe´z feladat. Eze´rt a nagyon magas dimenzio´ e´s a korrela´ltsa´g
miatt a pik u´t hossza´t az o¨sszes to¨bbi u´t hossza´val o¨sszehasonl´ıto´ valo´sz´ınu˝se´g,
azaz a (2) valo´sz´ınu˝se´g numerikus meghata´roza´sa va´llalhatatlan feladat. Tova´bba´,
a (2) elme´letileg sem tud a kitu˝zo¨tt ce´lnak megfelelo˝ valo´sz´ınu˝se´get eredme´nyezni,
hanem anna´l sokkal kisebb valo´sz´ınu˝se´get tudna csak adni, amint ez ro¨gto¨n la´t-
hato´ Pre´kopa e´s Long [26] eredme´nye´bo˝l. Monhor [22] a CPM kritikus u´t PERT
sztochasztikus megfelelo˝je´nek egy lehetse´ges va´ltozata´val foglalkozott. A CPM
esete´n az utak hosszainak halmaza nyilva´n nemnegat´ıv valo´s sza´mok halmazake´nt
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foghato´ fel, viszont a PERT esete´n a valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k halmaza´ro´l van szo´.
A halmazstruktu´ra szemszo¨ge´bo˝l ne´zve az elso˝ esetben, azaz a CPM esete´n a
valo´s sza´mok rendeze´si rela´cio´ja re´ve´n a determinisztikus utak (pontosabban az
utak hosszai) egy teljesen rendezett halmaz. Ezzel szemben valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´k
ko¨zo¨tt nincs ilyen terme´szetes rendeze´si rela´cio´, ke´t valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´ szoka´sos
maximuma egy u´j valo´sz´ınu˝se´gi va´ltozo´t eredme´nyez, ma´s szo´val a max(., .) nem
egy bina´ris rela´cio´, hanem egy bina´ris mu˝velet. Eze´rt a PERT megvalo´s´ıta´si ideje
nem tud egy olyan konkre´t utat adni, amelynek hossza a projekt megvalo´s´ıta´si ideje
lenne. Erre az e´szreve´telre alapozva Monhor [22] definia´lt a {λ(pik) : k ∈ Π} halma-
zon egy rendeze´si rela´cio´t, azon felte´tel mellett, hogy a λ(pik), k ∈ Π utak hosszai
to¨bbdimenzio´s norma´lis eloszla´su´ak. A defin´ıcio´ban csak a korrela´lt ke´tdimen-
zio´s norma´lis eloszla´s valo´sz´ınu˝se´ge szerepel, s annak numerikus meghata´roza´sa
nem annyira nehe´z. Tova´bba´ erre alkalmazhato´ egyszeru˝ valo´sz´ınu˝se´gi korla´tok is
vannak, pl. Monhor [23]. Elfogadhato´ az a felte´tel is, hogy a ve´letlen utak hossza-
inak egyu¨ttes eloszla´sa to¨bbdimenzio´s norma´lis, hiszen ha a teve´kenyse´gi ido˝k
nem norma´lis eloszla´su´ak, akkor is a ko¨zponti hata´reloszla´s te´tel alapja´n az utak
hosszait to¨bbdimenzio´s norma´lis eloszla´ssal ko¨zel´ıthetju¨k.
Sza´ntai [33] a valo´sz´ınu˝se´ggel korla´tozott programoza´sra alapozva a PERT egy
u´j modellje´t a´ll´ıtotta fel. Ebben a modellben a teve´kenyse´gi ido˝ket nem deter-
miniza´lta, hanem ezeket a ve´letlen ido˝ket elo˝´ırt valo´sz´ınu˝se´gi szinten felte´telke´nt
szerepeltette, e´s a projekt ido˝tartama´t minimaliza´lando´ ce´lfu¨ggve´nyke´nt kezelte.
Sza´ntai [33], Gouda e´s Sza´ntai [8] numerikusan is tanulma´nyozta´k a modellt, illet-
ve a modellt alkalmazta´k mind to¨bbdimenzio´s norma´lis, mind Dirichlet-eloszla´su´
teve´kenyse´gi ido˝k felte´teleze´se mellett, s e´rdekes, a gyakorlatban is jo´l e´rtelmezheto˝
eredme´nyeket e´rtek el.
5. Za´ro´ megjegyze´sek
Ahogyan a harmadik szakaszban eml´ıtettu¨k, a PERT-modell megalkota´sa´val
foglalkozo´ kutato´-fejleszto˝ munka hivataloson 1958. janua´r 27-e´n kezdo˝do¨tt. Ez azt
jelenti, hogy a folyo´ e´v a PERT megszu¨lete´se´nek 60. e´vfordulo´ja – to¨bbek ko¨zo¨tt
ez adta jelen ı´ra´s elke´sz´ıte´se´nek gondolata´t. Ezen tu´l, az Alkalmazott Matematikai
Lapok e ku¨lo¨nsza´ma Pre´kopa Andra´s professzorom tisztelete´nek van szentelve, aki
jelento˝sen ja´rult hozza´ a PERT valo´sz´ınu˝se´gi aspektusai tanulma´nyoza´sa´hoz.
A sztochasztikus PERT egy sokoldalu´, terjedelmes irodalommal rendelkezo˝
teru¨let, ily mo´don e teru¨let o¨sszefoglala´sa meghaladna´ szere´ny ero˝met. Eze´rt egy
szu˝kebb re´szteru¨letre, a PERT valo´sz´ınu˝se´gi megko¨zel´ıte´se´re, azon belu¨l is tova´bb
szu˝k´ıtve, a determinisztikus kritikus u´t sztochasztikus megfelelo˝je´nek kerese´se´hez
direkt, vagy indirekt mo´don sorolhato´ te´mako¨ro¨kre szor´ıtkoztam a jelen dolgoza-
tomban.
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6. Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s
A szerzo˝ ko¨szo¨nettel tartozik egy anonim b´ıra´lo´nak, aki a jelen dolgozat meg-
fogalmaza´sa´t nyelvileg jav´ıtotta ne´ha´ny helyen.
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ta´rsszerzo˝je. Ide´zetek sza´ma 80.
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A SHORT EXPOSITORY OVERVIEW
ON PROBABILISTIC APPROACH TO STOCHASTIC PERT
Davaadorjin Monhor
On January 27, 1958, under the direction of The US Navy
”
Special Projects Office”a research
team began to develop a mathematical model for the management of planning and evaluating of
the Polaris program. The team developed a new model called
”
Program Evaluation and Review
Technique (PERT)”. In 1959 Malcolm et al., [15] published a paper on this model. Since this
Alkalmazott Matematikai Lapok (2018)
RO¨VIDEN A PERT VALO´SZI´NUˆSE´GI MEGKO¨ZELI´TE´SE´RO˜L 79
publication, PERT has emerged as a successful tool of Operations Research. Over the last 60
years, a voluminous number of papers have been devoted to studies on PERT, and a vast majority
of the research has, however, been carried out on the topics of computational, managerial and
operational aspects of PERT. The probabilistic nature of the PERT model seems to be still not
understood properly, although there has been appeared a number of papers on the topic. The
present paper discusses probabilistic aspects of the PERT model in historical setting.
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